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Vorkurs Hohere Mathematik

Losungen zu den Aufgaben

1-i

1. Bestimmen Sie zu den Zahlen z; = 1+ 21, 20 = -~ und z3 = —2 41 Real- und Imaginirteil folgender
Ausdriicke: 5
3 2 21+23 23
71 —3z1+2z1, und ———.
! ! ! 470 — 23 2721+ 222 +1i

Welche komplexe Zahl z € C erfiillt die Gleichung

z—142iz—1=07?

Losung. Fiir den ersten Ausdruck erhilt man —101, also den Realteil 0 und Imaginérteil —10.
Fiir den zweiten Ausdruck erhilt man — % + % 1, also den Realteil — % und den Imaginirteil %.
Fiir den dritten Ausdruck erhilt man 1, also den Realteil 1 und Imaginérteil O.

Bei der letzten Gleichung setze man z = a+ b1, a, b € R. Man erhilt ein lineares Gleichungssystem in

a und b. Man erhilt a = % und b = %, also z = %

2. (a) Geben Sie zu folgenden komplexen Zahlen die Polarkoordinatendarstellung an:

(—1+V3i).

| =

71=-2i, =141, z3=
(b) Zu den komplexen Zahlen mit den Polarkoordinaten
1 3 5

r4:2,(p4:§7t, rs=1,0s=_m, ’”6:37(P6:ZTC

sind Real- und Imaginérteil gesucht.

Losung. Die Zahl z; liegt auf der negativen imaginidren Achse in der Zahlenebene. Somit ist das
Argument Q1 = %n. Mit dem Betrag |z;| = 2 folgt die Polarkoordinatendarstellung

—1 —1
71=2 (COS 7n+iSil’l TTC) .

Die Zahl zo = 1 +1 liegt auf der Winkelhalbierenden in ersten Quadranten der Zahlenebene. Sie hat
deswegen das Argument @, = /4. Mit

2] =VI+1=V2

erhalten wir die Polarkoordinatendarstellung

Z2:ﬁ<cosg+ising) .

Die Zahl z3 = %(—1 ++/3i) liegt im zweiten Quadranten der Ebene und hat den Betrag

1 3
p— — —:1_
& 474



Somit ist r3 = 1 und etwa cos @3 = —1/2. Aus einer Wertetabelle zu Cosinus und Sinus 148t sich der
Winkel ablesen, zum Beispiel durch —1/2 = —sin(n/6) = cos(/6 + 1/2). Wir erhalten @3 = %n.

Also ist
27t+' i 2n
= COS — 1S1In —TC.
3 3 3

Fiir z4, z5 und z¢ bestimmen wir etwa mit einer Wertetabelle zu Cosinus und Sinus den Realteil und
den Imaginirteil der Zahlen:

1 1
=2 (cos§n+isin—n) = 21,

2
—cos3n+isin3n— ! (—1+1)
STy TN !
5 5 3
26 =73 (coszn+isinzn) = —ﬁ(l—l—i).

. Berechnen Sie zu den komplexen Zahlen
z71=1-1,22=1+31undz3 =241

die Real- und Imaginirteile der Ausdriicke

_ 22 <1 <3
_Z17Z17Z1Z27_7_ 2 — -
3 -z 2u-2

Losung. Mit der Definition einer komplexen Zahl und der konjugiert komplexen Zahl ist
—z1=—(1—i)=—14+1i und Z7=1+i.
Weiter erhalten wir

1431 (1+430)(2+41)

2z =(1—i)(143) =13+ (—143)i = 442i2 =

3 2—4i 22442
1 N .
a 1—i B 1—i i
n-z7 (1-3)—(1-i)> (1-3))—(=2i) 1-i
2 —4i 2—4  (2—4i)(1—-1) 1
8- i St WU Cukel) | et N VPSP S R S
221 -7 2(1—i)—(1-31) 1+i 2 2

. Bestimmen Sie Real- und Imaginirteile der Losungen folgender quadratischer Gleichungen:
(a) 22 —4iz+4z—8i=0,
(b) (z—(142i))z=3—1,
(¢) Z24+2(1+i)z=1-3i.
Losung. (a) Eine quadratische Ergénzung fiihrt auf:
P —diz+4z—8i=72+(4—4i)z—8i=(z+(2—2i))> - (2—2i)>—8i
= (24 (2—2i))*+8i— 8i = (z+ (2 —2i))°.

Also sind beide Nullstellen durch
71=20=—-2+2i

gegeben.



(b) Auch im zweiten Beispiel betrachten wir die quadratische Ergiinzung und erhalten

1+2i\% 1 1+2i\> 9
—(1+2i)z—3+i:(z— ki 1) ——(1+21)2—3+i:(z— T 1> 7= 0.

2 4 2
Also ist L 42i 3
i
_ - 4=
T 2

und wir erhalten die beiden Losungen

z1=2+1 und zp=-—1+1.

(c) Mit quadratischer Ergiinzung ist
P21 +i)z—143i=(z+(1+1)> = (1+1)2 = 143i= (z+(141))> = 1 +i.
Wir benétigen also die Wurzeln
wh=1-1i.

Mit w = x+1y, x,y € R ergibt sich
X2 —y 4 2xyi=1—i

Vergleichen wir die Real- und die Imaginérteile separat, so liefert ein Vergleich die beiden Gleichungen

xz—yzzl und 2xy=—1.

Also ist x = —1/(2y) und Einsetzen fiihrt auf

1 2
2=
4y Y
bzw. { | {
4,2 2 2
L 2_-—p0
Y4y = =0"+5)" -5
mit den Losungen
o _ 1, 1

Day € R vorausgesetzt ist, bleibt nur die positive Losung:

- 1 /
Auflerdem wissen wir, dafl x = —1/(2y). Also gilt

1 1
X=—— = —5\/2+2\/§

242 -2

Damit sind die beiden Wurzeln w = x +iy und w = —(x +1iy) gegeben. Fiir die beiden Losungen der
urspriinglichen quadratischen Gleichung folgt

Ziz—(l—f-i):l:% (\/2+2\/§—i\/2\/§—2> .




5. Welche Menge von Punkten in der komplexen Ebene wird durch die Gleichung
M={zeC||z-3|=2|z+3|}

beschrieben?

Losung. Aus
(c=3)@—3) =13 =4z + 32 = 4(c+3)(z+3)

erhalten wir die Gleichung
2] — 32— 3249 = 4|z]> + 122+ 122+ 36
bzw.
2> +52+524+9=0.
Somit gilt fiir Zahlen z € M die Beziehung
lz+5>=16.
Also folgt
z€ K={z€C||z+5|=4}.

Andererseits ergibt sich durch dieselbe Rechnung, da3 z € K auch z € M impliziert. Somit haben wir
gezeigt, daB M = K ist. Die Menge beschreibt den Kreis mit Radius 4 um den Mittelpunkt —5 € C.

6. Essei f: R — C mit f(x) := /x. Bestimmen Sie folgende Mengen:

@ f'({i})-

(b) f([-2,2]).

(¢) f~'{a+bila,bec (R\0)}).
(d) f(R).

Losung.
@ (i} ={-1}.
(b) £([~2.2)) = [0,v2]U[0,V2]i = [0,v2] Ufz € C|z = bi,b € [0,v/2]}
© f'({a+bila,bcR\{0}})=0.
@) f(R)=R>oUiRs9=R>oU{z€ C|z=>bi,be R-p}.

7. Skizzieren Sie die folgenden Punktmengen:

(a) {zeC||z+i] <3}
(b) {ze C|Re(z—1) =z}

Losung.

(a) |z+1i| < 3 liefert einen ausgefiillten Kreis um —i mit Radius 3.

(b) Re(z—i) = z impliziert z € R. Da alle x € R diese Gleichung erfiillen, handelt es sich hier um
die gesamte reelle Achse.



8. Berechnen Sie Real- und Imaginirteil von (/3 +1)'%0,

Losung:
1=V3+i=r=y3+1=2, (p:arccos(\g) =% = z=2(cos () +isin(

Nach Vorlesung gilt:

ala
~—
~

( st
0 e 2 )mn(;n))
B V3

= Re (z190) = —2% I (1%) = \/3.2%,

9. Berechnen Sie die komplexen Wurzeln:

(@) V-2 (b) V=8 (© /8 (1—+/3i)

Losung:
Nach Vorlesung gilt fiir z = r (cos(¢) +isin(¢)) und einen Exponenten 7 € R die Formel

7 =1 (cos(t-@)+isin(z-Q)) .

(a) z=—2i=2(cos (%) +isin(—F)) =2 (cos (-5 +2n) —|—1sm (—— +2m))
Es seien nun ¢ und a; die komplexen Wurzeln von z, also “0 = a7 = —21, dann gilt:

o % (cos () +isin(-Z)) = \/2 (cos (% +2x) +isin (~F +21))
i/2 . I/2
= (2(cos (<) +isin (-5))) / (2(cos (=5 +2r) +isin (~5 +2x) ))
3 .. (3
<cos (Zn) +1s1n (Zn)>
ST
(%)
(b) z=—8 =8(cos(n) +isin(r)) = 8 (cos(3n) +isin(3n)) = 8 (cos(57) +isin(5m))

ag = \3/§<cos (g) +1isin <g>> =2 <l+1£> =14+3i
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a; = V/8(cos(m) +isin(m)) =2 (=1 +i-0) = -2

a = \3/§(cos Gn) +isin Gn)) =2 (%—1?> =1-/3i



(©) z=8(1—+/3i) = 16(cos (—%) +isin (—%)) = 16 (cos (—4=) +isin (—3m))

dp = \/E<cos (—%) +isin (—E>> —4 (? q%) —2v3 -2

a1 =16 (cos (—%n) +isin (—%n)) —4 (_\/_g +il> = —2V342i.

2 2
10. Begriinden Sie: Fiir alle z1, 7 € C gilt
|21 — 22| = |z1] = |z2]-

Losung. Mit der Dreiecksungleichung gilt
|z1] = |(z1 —22) + 22| < |21 — 22| + |22

Bringt man nun |z;| auf die andere Seite, so erhélt man das gewiinschte Ergebnis.



