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VYorkurs Hohere Mathematik

Losungen zu den Aufgaben

1. Man bestimme, wo definiert, jeweils die Ableitung nach x:

(a) x°sinx, (d) 57z,
(b) sin’x, ©) /1=,

(c) sin(x?),
) xvx,

Losung. (a) & (x*sinx) = 3x%sinx+x° cosx, x € R.
(b) & (sin’x) = 3sin’x cosx, x € R.

(© & (sin(x*)) = cos(x}) - 3x%, x € R.

(@) & 7 = 3z vz = Y, falls xyz > 0.

() & flx 1 o MO d0) 1 fir ] <x< 1.

T+x 1—x (1+x)? (1—x)(1+x)3
f) %\/x\/)_c = (\/_+x ) \3/"_ = %%, einfacher: %\/x\/)_c = % <x3/4> = %x‘”“,

jeweils fiir x > O.

2. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f: D — R mit
2
(@ f(x)= (x—i—%) . x#0,
(b) f(x) =cos(x*)cos’x, x€R,
(©) f(x)=In(F), x#0,

auf dem jeweiligen Definitionsbereich der Funktion.

Losung. (a) Wir fassen den Ausdruck zu f als Verkettung von y? und y + % auf und nutzen die Ketten-
regel. Somit folgt

1 1 1 1 1
'"(x) =2 -)(1—-=5)=2 ————=)=2 —
£ =200+ ) (1= ) =2+~ =~ = ) =2 )
(b) Im niichsten Beispiel wenden wir die Produktregel an, und bei den Faktoren cos(x?) und cos? x ist

die Kettenregel angebracht. Insgesamt errechnen wir
f(x) = (cos(xz) coszx)/ = —2xsin(x?) cos?x — 2cos(x?) cosx sinx.

(c) Den dritten Term schreiben wir um zu

£(x) :1n( ) —In(e*— 1) —In(e") = In(e* — 1) —x

und bilden die Ableitung unter Nutzung der Kettenregel:
1 1

ef—1= )
eX—1 eX—1

et —1

ex

flx) =



3. Aus einer quadratischen Blechplatte mit Seitenlinge 1 werden ) )
an den vier Ecken jeweils gleich grofle Quadrate mit Seitenlinge ) h )
h weggeschnitten. Aus dem verbleibendem kreuzformigen Stiick h 1
soll eine oben offene Wanne mit maximalem Volumen geformt 1
werden.

Warum muss & = % gewdhlt werden? Begriinden Sie, daf} bei

N

h= % ein lokales Maximum des Volumens ist.

Losung. Das Volumen der Wanne ist
V(h) = (1 —2h)*h = 4h> — 41> + h,
mit 0 </ < 1. Es gilt
V'(h) = 12h* —8h +1.

Die Ableitung ist also gleich Null an den Stellen

. 8+/64—43 1,1
2= 24 T3¢

also h = %, hy = %

Man erkennt, daB V : [0, %] — R stetig ist. Damit gibt es (mindestens) ein globales Maximum. Auf3er-
dem ist V differenzierbar. Wegen der Differenzierbarkeit sind die einzigen Kandidaten fiir die Position
des globalen Maximums die Ridnder O und % und Punkte mit verschwindender Ableitung in |0, %[, also

hi. Wegen V(0) =0, V(%) =0und V(%) = g : % = % liegt das globale Maximum also bei %. Es folgen
drei Begriindungen:
e Beih= % ist ein lokales Maximum, da jedes globale Maximum auch ein lokales ist.

e (lokale Maxima ohne 2. Ableitung) Der Graph von V'(h) ist eine nach oben gedffnete Parabel mit
den Nullstellen ¢ und 3, also ist V/(h) > 0 fiir & €]0, £[ und V/(h) < O fiir i €] %, [, somit ist Ay
ein lokales Maximum und £, ein lokales Minimum von V (k).

o (lokale Maxima mit 2. Ableitung) Es gilt V"'(h) = 24h— 8 = 8(3h— 1), V"(}) = —4, also lokales
Maximum bei h = %, 744 (%) = +4, also lokales Minimum bei h = %

. Man bestimme die folgenden unbestimmten Integrale:

(a) [xsinxdux,

(b) 7 [ /xy/xdx,
© [ ax.

Losung. (a)

_ r_
I:/xsinxdx: Iu—‘x w=1 :—xcosx+/cosxdx:—xcosx+sinx—|—C.
vV =sinx v=—cosx
(b)
x7/4
I:7/ xxl/zdx:7/(x3/2)1/2dx:7/x3/4dx:7m—|—C:4x7/4—|—C.

(c) Wir erhalten

[\S)



5. Man bestimme die folgenden Integrale:

@ [

() fy PVI—rdr,

© Jo e dox

(d) f cos(Inx) dx,

(e) [cos (eSi“x) eSinY cosx d x,
0 [ siexdx,

(&) [ du.

Losung. (a) Wir erhalten

/2] u=x u =1 n/2 m/2
I:/ x——dx= ,_ - == —Xxcotx +/ cotxdx
n/6  sin“x V=g, V= —coolx n/6  Ju/6
. . 7t/2_\/§7'c
_[—xcotx—|—1n|smx\]n/6—T—i—an.
(b)
1 _ 2 r_ 2 1 1
- 2 r u =2r 2r 3| 4 32
_/0 r \/l—rdi’—v,:(l_r)uz v——% 1_,,)3/2—— _T(l r) 0+§ A r(l—r)"/=dr
-0
u=—r ulzl 4 2r 5/21 2 1 5/2
- =-{ - 2 1-r%a
V=(1-r)32 v=-21-rp>"23 5( 7) Q+5/o( )y
-0
422 P16
= ——ZZa0-n""7 =—.
357 . 105

(c) Wir erhalten mit der Substitution u = e*:

u du

::/Iem7:/le(l+u)2du

I—/l e dx — u=¢e" x=Inu 1-—e
“Jo (e T T ldx=Sdu=1du 01

e 1 1 1 1
=—(l+u)™|

e t1r 1T 2 116

(d) Da in diesem Integral der Logarithmus als Argument des Cosinus am storendsten aussieht, substi-
tuieren wir:

u=Inx

cos(Inx)

X

= /cosudu =sinu+C = sin(lnx) +C.

(e) Wir arbeiten mit doppelter Substitution:

v=e
= /cos(e“) e’ du :‘du— w|=

= e

u=sinx

1= [ cos (esmx> e cosxdx =
du =cosxdx

= /cosvdv =sinv+C =sin(e") +C = sin <eSiM> +C.



Natiirlich hitte man auch sofort v = e*"* substituieren kénnen und wire mit einem (dafiir komplizier-
teren) Substitutionsschritt ausgekommen.

(f) Die naheliegendste Substitution ist natiirlich u = e*:

7 / er d / u du / /
pr— — x: P _—
e*+e* u+iou u2+1 T2 u2+1

1 1
= E1n(uz+1)+c: E1n(e2’“+1)+c;

u==e*
du=e"dx

(g) Wir substituieren fiir den Logarithmus:

1 In® x
2 3
= du = C= C.
/uu 3u+ 3+

. Man finde Stammfunktionen von (a) cos?x, (b) sin’ x, (c) x*e*.

Losung.

(a) /cosx-cosx dx = sinx~cosx—|—/sinx-sinx dx = sinx~cosx—|—/(1 — cos?x)dx

= x-+sinx-cosx — / cos? xdx. Aufldsen nach / cos? xdx liefert die Stammfunktion

/coszxdx: M—’—C_ —+lsm2x+C
2 2 4
(b) /sinzxdx:/(l—coszx)dx:x—/coszxdx:x— (%-I—}lsian) +C
:izc—}—lsin2x+C
(c) /x4-exdx:x4ex—4/x3exdx:x4ex—4x3ex+4-3/xzexdx
xtet — 4+ 12x%e" —4-3. Z/xexdx—x e —4x’e —|—12x26x—24xex+24/exdx
e (x* —4x® +12x%2 —24x+24) +-C.

. Man finde Stammfunktionen von (a) tanx, (b) xe — , (©) eVEHL () gmx, g(x) =tan3.

Losung.

1 d
(a) /tanxdx:/wd —/—(—cos’x)dx: _/_Z
cosx CoSX Z

(b) /xe 2y = ——/exz(—Zx)dx: —% /ezdz

(c) Mit g(x) = v2x+1, g'(x) = ﬁjﬁ ergibt sich

[ lax= [T VntT-gwdr= [ fle)g wdr= [ f2)dz

—In|cosx| +C fiir x € nZ.

Z=COsX

= —%e*xz +C

7=—x2

z=g(x)

mit f(z) = ze*. Nun ist

/zezdz =ze" — /ezdz = (z— 1) +C.
Somit also

/evzx“dx: (V2x+1—1) V> ¢

4



(d) Mit der vorgeschlagenen Substitution g(x) = tan3, g’(x)

_ 1
- 2X
2cos* 5

ergibt sich

1 1
—d = - 2 2& / :/ _
/sinx g /ZSingcosg( cos”3)g (x)dx sin%g(x)dx

= In|g(x)|+C=In[tan}|+C

fir x € R\ nZ.




